
❧♠✳❜r✿ ❆♥ ❘ P❛❝❦❛❣❡ ❢♦r ❇r♦❦❡♥ ▲✐♥❡

❘❡❣r❡ss✐♦♥

▼❛r❝ ❆❞❛♠s

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❧♠✳❜r ❞❡❧✐✈❡rs ❡①❛❝t t❡sts ❛♥❞ ❡①❛❝t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s

❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡ ✐ts ✉s❡ ❛♥❞ s❤♦✇ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧s✳

✶ ❚❤❡♦r②

❆ ❜r♦❦❡♥✲❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❥♦✐♥❡❞ ❛t ❛ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t✳ ❚❤r❡❡
✈❛r✐❛♥ts ❛r❡

yi = α+ β(xi − θ)− + β′(xi − θ)+ + ei ✭✶✮

yi = α+ β(xi − θ)− + ei ✭✷✮

yi = β(xi − θ)− + ei ✭✸✮

❞❡♥♦t✐♥❣ a− = min(a, 0) ❛♥❞ a+ = max(a, 0)✱ ✇❤❡r❡ e ∼ N(0, σ2Σ)✳ P❛r❛♠❡✲
t❡rs θ✱ α✱ β✱ β′✱ σ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜✉t Σ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ▼♦❞❡❧ ✭✷✮ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐❧❡ ♠♦❞❡❧ ✭✸✮ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❧② ❢♦r ❛ ❦♥♦✇♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❜♦✉t ❛
♣❛r❛♠❡t❡r ✉s❡s t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡st st❛t✐st✐❝✳

❆ t❡st st❛t✐st✐❝ D ❛ss✐❣♥s ❛ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✉❡ t♦ ❛ ♣♦st✉❧❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡✱ p0✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ D(p0) ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧
✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t D ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡✱ SL(p0) =
Pr[D(p0) > D(p0)obs]✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦st✉❧❛t❡ ✈❛❧✉❡s s✉❝❤
t❤❛t SL > α ✐s ❛ 100(1− α)% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r✱
✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
t❡st st❛t✐st✐❝✱ ❡✈❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❙t✉❞❡♥t✬s t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❙❡❡
❑❛❧❜✢❡✐s❝❤ ✭✶✾✽✺✱ ❝❤✳ ✶✺✮✱ ❈♦① ❛♥❞ ❍✐♥❦❧❡② ✭✶✾✼✹✱ ❡①✳ ✺✳✶✱ ✺✳✺✮✳

✶



❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ t❡st st❛t✐st✐❝✳ ❑♥♦✇❧❡s ❛♥❞ ❙✐❡❣♠✉♥❞ ✭✶✾✽✾✮
❡①❛♠✐♥❡❞ ❛♥ ❡①❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡st✱ ✉s✐♥❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦✱ ❢♦r t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤✲
❡s✐s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡ ✈❡rs✉s ❛ ❜r♦❦❡♥ ❧✐♥❡✳ ❑♥♦✇❧❡s✱ ❙✐❡❣♠✉♥❞✱ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✶✾✾✶✮
❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦ ✭❈▲❘✮ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t❡sts ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ s❡♠✐❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❙✐❡❣♠✉♥❞ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✶✾✾✹✮ ❛♣♣❧✐❡❞
t❤❡s❡ t❡sts t♦ ❣❡t ❡①❛❝t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t θ ✐♥ ♠♦❞❡❧s ✭✶✮
❛♥❞ ✭✷✮✱ ❛♥❞ ❡①❛❝t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦✲♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t (θ, α)
✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✷✮✳ ❑♥♦✇❧❡s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮ ❛❧s♦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡
t❡sts r❛♣✐❞❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❧♠✳❜r ✐♠♣❧❡♠❡♥ts✳

❧♠✳❜r ❡①t❡♥❞s t❤✐s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ❞❡r✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲
r❛t✐♦ t❡st ❢♦r (θ, α) ✐♥ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ❛❞❛♣ts t♦ t❤❡ ❝❛s❡ σ ❦♥♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❈♦① ❛♥❞
❙♥❡❧❧✱ ✶✾✽✾✱ ❡q✳ ✷✳✷✽✮✳ ❆♥❞ t❤❡s❡ t❡sts s✐♠♣❧✐❢② ❢♦r ❛ ♣♦st✉❧❛t❡ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t
✈❛❧✉❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ x✲✈❛❧✉❡s✳

❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡✲❋ ✭❆❋✮ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✐s ❝♦♠✲
♠♦♥ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆❋ ♠❡t❤♦❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦ st❛t✐st✐❝ ❜② ✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t st❛t✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❙❡❡ ❉r❛♣❡r ❛♥❞ ❙♠✐t❤ ✭✶✾✾✽✱
s❡❝✳ ✷✹✳✻✮✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r②✳

✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❚❡sts

❈♦✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥ ✶✵✵ ❛r❜✐tr❛r② ♠♦❞❡❧s

❈▲❘ ❆❋

✶✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ x1 − 1 < θ < x10 + 1 ✾✺✳✵ ✕ ✾✺✳✷ ✾✵✳✵ ✕ ✾✼✳✺

✸✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ x10 < θ < x20 ✾✺✳✵ ✕ ✾✺✳✷ ✾✵✳✽ ✕ ✾✺✳✵

✶✵✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ x10 < θ < x20 ✾✺✳✵ ✕ ✾✺✳✷ ✾✶✳✸ ✕ ✾✺✳✵

❚♦ ❣✐✈❡ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ✾✺✳✷✪ ❜② ❈▲❘ ❜✉t ✾✵✳✼✪
❜② ❆❋ ❢♦r ❛ ✜rst✲❧✐♥❡ s❧♦♣❡ ✲✶✱ s❡❝♦♥❞✲❧✐♥❡ s❧♦♣❡ ✰✵✳✺✱ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t θ = 3✱ ❛♥❞
✶✵ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛t x ❂ ✭✶✳✵✱ ✶✳✶✱ ✶✳✸✱ ✶✳✼✱ ✷✳✹✱ ✸✳✾✱ ✺✳✼✱ ✼✳✻✱ ✽✳✹✱ ✽✳✻✮ ✇✐t❤ σ = 1✳

❆ ♣r♦❣r❛♠ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ U ∼ Uniform(0, 1) ✇✐t❤

n = 10 x1 ❂ ✶ xi = xi−1 + 2U ❢♦r i > 1 θ = x1 − 1 + (xn − x1 + 2)U

α = 0 β = −1 β′ = 2− 2.5U σ = 0.1 + 2U

♦r ♥❂ ✸✵ ♦r ♥❂ ✶✵✵ ❛♥❞ θ = x10 + (x20 − x10)U ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
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❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ s❡ts ♦❢ r❛♥❞♦♠ yi = α+β(xi−θ)−+β′(xi−θ)++σN(0, 1)
❛♥❞ ❝♦✉♥t❡❞ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ SL(θ) > .05✳ ❚❤❡s❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ±✵✳✵✺✪✳

✸ ❊①❛♠♣❧❡s

✸✳✶ ❇r♦❦❡♥ ▲✐♥❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❆ ❜r♦❦❡♥✲❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ✜t ❞r✐♥❦✐♥❣✲❛♥❞✲❞r✐✈✐♥❣ s✉r✈❡② r❡s✉❧ts✳ ❨❡❛r❧② s✉r✲
✈❡②s✱ t❛❦❡♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♥t❤s ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ❛ s❡❛s♦♥❛❧ ✐♥✲
❞❡① ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦♥t❤❧② s✉r✈❡②s ❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r q✉❡st✐♦♥ ✭❚■❘❋✱ ✶✾✾✽✕✷✵✵✼❀ ❈❆▼❍✱
✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧ s✉r✈❡②s ❛s❦❡❞ r❡s♣♦♥❞❡♥ts ✐❢ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ✸✵ ❞❛②s t❤❡② ❤❛❞
❞r✐✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ t✇♦ ❤♦✉rs ❛❢t❡r ♦♥❡ ❞r✐♥❦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦♥t❤❧② s✉r✈❡②s ❛s❦❡❞ ✐❢ ✐♥
t❤❡ ♣❛st ✸✵ ❞❛②s t❤❡② ❤❛❞ ❞r✐✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❤♦✉r ❛❢t❡r t✇♦ ❞r✐♥❦s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶
s❤♦✇s t❤❡ s✉r✈❡② r❡s✉❧ts ✇✐t❤♦✉t ❛♥❞ ✇✐t❤ s❡❛s♦♥❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t
✾✵✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ✐❢ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✇❡r❡ ✈❛❧✐❞✳
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Exact 90% confidence region for changepoint
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉r✐♥❦✐♥❣✲❛♥❞✲❞r✐✈✐♥❣ s✉r✈❡②s ❧♦❣✲♦❞❞s ✭❜❧❛♥❦ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ ❧♦❣✲♦❞❞s
✇✐t❤ s❡❛s♦♥❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✭s♦❧✐❞ sq✉❛r❡s✮ ✈❡rs✉s ②❡❛r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ✾✵✪ ❝♦♥✜✲
❞❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t (θ, α) ❜② ❈▲❘✳

❉❛t❛ ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ ❣❡t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t✱ ❛r❡

❃ ❧♦❣❴♦❞❞s ❁✲ ❝✭ ✲✶✳✶✾✹✱ ✲✷✳✵✷✸✱ ✲✷✳✷✽✺✱ ✲✶✳✽✶✺✱ ✲✶✳✻✼✸✱

✰ ✲✶✳✹✹✹✱ ✲✶✳✷✸✼✱ ✲✶✳✷✷✽ ✮

✸



❃ ②❡❛r ❁✲ ❝✭ ✶✾✾✽✳✾✷✱ ✷✵✵✶✳✷✺✱ ✷✵✵✷✳✷✾✱ ✷✵✵✸✳✸✼✱ ✷✵✵✹✳✸✼✱

✰ ✷✵✵✺✳✼✶✱ ✷✵✵✻✳✼✶✱ ✷✵✵✼✳✼✶ ✮

❃ ❱❛r❈♦✈ ❁✲ ♠❛tr✐①✭ ❝✭✵✳✵✸✻✶✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱

✰ ✵✱ ✵✳✵✷✶✽✱ ✵✳✵✶✷✾✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱

✰ ✵✱ ✵✳✵✶✷✾✱ ✵✳✵✸✶✾✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱

✰ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✳✵✹✺✶✱ ✵✳✵✸✽✾✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱

✰ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✳✵✸✽✾✱ ✵✳✵✹✹✺✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱

✰ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✳✵✻✼✷✱ ✵✳✵✻✵✼✱ ✵✳✵✻✵✼✱

✰ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✳✵✻✵✼✱ ✵✳✵✻✻✹✱ ✵✳✵✻✵✼✱

✰ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✱ ✵✳✵✻✵✼✱ ✵✳✵✻✵✼✱ ✵✳✵✻✻✷✮✱ ♥r♦✇❂✽✱ ♥❝♦❧❂✽✮

❃ ❞❞ ❁✲ ❧♠✳❜r✭ ❧♦❣❴♦❞❞s ⑦ ②❡❛r✱ ✇❂ ❱❛r❈♦✈✱ ✐♥✈❂ ❚✱ ✈❛r✳❦♥♦✇♥❂ ❚ ✮

❃ ❞❞✩❝✐✭ ✮

✾✺✲♣❡r❝❡♥t ❝♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ✬t❤❡t❛✬ ❜② ❈▲❘

❬ ✷✵✵✶✳✷✾✱ ✷✵✵✷✳✽✽ ❪

❃ ❞❞✩❝✐✭ ♠❡t❤♦❞ ❂ ✧❆❋✧ ✮

✾✺✲♣❡r❝❡♥t ❝♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ✬t❤❡t❛✬ ❜② ❆❋

❬ ✶✾✾✽✳✾✷✱ ✷✵✵✷✳✽✷ ❪

❚❤❡ ✇✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈▲❘ ❛♥❞ ❆❋ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛❜♦✈❡ ✐s ❞✉❡
t♦ ♣❧❛t❡❛✉s ✐♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ❡♥❞✲✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❇♦t❤ t❤❡ ❈▲❘ ❛♥❞ ❆❋
♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦st✉❧❛t❡ ✈❛❧✉❡s θ0 ♦♥ [x1, x2]✱
♦♥ [xn−1, xn]✱ ♦r ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ [x1, xn]✱ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✭✶✮ ✇✐t❤ x1 < x2 < ... < xn✳
✭❈♦✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡s❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐s st✐❧❧ ❡①❛❝t❧② ✾✺✪ ❜② ❈▲❘✱ ❛s t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❡sts s❤♦✇✳✮ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛♥② ❧✐♥❡ s❧♦♣❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱
❡①t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❞r♦♣ ♥❡❛r ❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✽ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳

✸✳✷ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❧♠✳❜r ❝❛♥ t❡st ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ❧♠✳❜r t❡sts ❢♦r ❛
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ■t ❞♦❡s
♥♦t t❡st ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡ t❤❛t ♠✐❣❤t ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t✇♦ ♦r
♠♦r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳

▲✐✉✱ ❲✉✱ ❛♥❞ ❩✐❞❡❦ ✭✶✾✾✼✮ s✉❣❣❡st❡❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝❛r
✇❡✐❣❤t ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t ♦❢ ♠✐❧❡s✲♣❡r✲❣❛❧❧♦♥ ❛❣❛✐♥st ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ❤♦rs❡♣♦✇❡r✱ ❢♦r
✸✽ ❝❛rs ♦❢ ✶✾✼✽✲✼✾ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❡ ♦❢ ❘✬s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❞❛t❛s❡ts ✐s t❤❡ r❛t✐♥❣s ❢♦r ✸✷
❝❛rs✱ ✶✾✼✸✲✼✹ ♠♦❞❡❧s✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ✶✾✼✸✲✼✹ ❞❛t❛s❡t ❜② t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t✿

❃ ❧♠✳❜r✭ ♠♣❣ ⑦ ✇t ✰ ❤♣✱ ❞❛t❛ ❂ ♠t❝❛rs ✮

❈❛❧❧✿

❧♠✳❜r✭❢♦r♠✉❧❛ ❂ ♠♣❣ ⑦ ✇t ✰ ❤♣✱ t②♣❡ ❂ ✧▲▲✧✱ ❞❛t❛ ❂ ♠t❝❛rs✮

✹



❈❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ❛♥❞ ❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✿

t❤❡t❛ ❛❧♣❤❛ ✇t ❁ t❤❡t❛ ✇t ❃ t❤❡t❛ ❤♣

✷✳✻✷✵✵✵ ✷✺✳✵✷✼✺✵ ✲✽✳✽✶✺✶✾ ✲✷✳✺✶✼✸✽ ✲✵✳✵✸✵✵✸

❙✐❣♥✐❢✐❝❛♥❝❡ ▲❡✈❡❧ ♦❢ ❍✵✿✧♥♦ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t✧ ✈s ❍✶✿✧♦♥❡ ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t✧

❙▲❂ ✵✳✵✶✶✵✽✹✶ ❢♦r t❤❡t❛✵ ❂ ✶✳✸✷ ❜② ♠❡t❤♦❞ ❈▲❘

✾✺✲♣❡r❝❡♥t ❝♦♥❢✐❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡♣♦✐♥t ✬t❤❡t❛✬ ❜② ❈▲❘

❬ ✷✳✶✸✽✶✸✱ ✺✳✶✹✻✷✺ ❪

❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❧♠✳❜r ❛♣♣❧✐❡s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝❛♥♦♥✐✲
❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭❙✐❡❣♠✉♥❞ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✶✾✾✹✮✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s
✐s ❢♦r♠✉❧❛✐❝✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✲r❛t✐♦ st❛t✐st✐❝ ✉s❡s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❧❡ts t❤❡s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❧✐♥✲
❡❛r t❡r♠s r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡rr♦rs t♦ ③❡r♦ ❛❧✇❛②s✳ ❚❤✉s t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦
❡✛❡❝t ♦♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ s♦ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ❝❛♥ ♦♠✐t t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s ❛
♠✉❧t✐♣❧❡✲♣r❡❞✐❝t♦r ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣r❡❞✐❝t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❡ ❍♦✛♠❛♥ ❛♥❞ ❑✉♥③❡
✭✶✾✼✶✱ ❝❤✳ ✻✮✱ ▲❡❤♠❛♥♥ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✭✷✵✵✺✱ s❡❝✳ ✼✳✶✮✳

✹ ❙✉♠♠❛r②

■❢ ❛ ❜r♦❦❡♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ◆♦r♠❛❧ ❡rr♦rs r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢❛❝✲
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